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TD2: Applications linéaires

Exercice 1. Révisions.

1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Justifier.

f1:R? =R (z,y) = 2+2y—1 ; fo:R* = R? (2,9) = (z—y,22) ; f3:R* = R* (2,9)— 2(0,y).
2. Soit f: R?® — R? telle que

f(1,0,0)=(2,1) 5 f(0,1,0) = (1, =1) ; f(0,0,1) = (0,1).
Déterminer f(z,y, z).
Exercice 2. Déterminer si les applications suivantes sont des applications linéaires:
1. f:R[X] = R? P(X)~ (P(0),P(1))
2. f:R[X] = R[X], P(X) — A(X)P(X) ou A € R[X] est un polynome fixé.
3. f:R[X] — R[X], P(X)— P(X)?
4. f:R[X] — R[X], P(X)— XP(X)+ P(X)
Solution.

1. OUL

Montrons que f est une application linéaire. Soient P,Q € R[X] et A\, u € R. Alors, en
utilisant le fait que (AP 4+ p@) = AP' + u@’, on a :

FOP +pQ) = (AP(0) + pQ(0), AP'(1) + n@Q'(1))
= (AP(0), AP'(1)) + (1Q(0), pQ (1))
= A(P(0), P'(1)) + p(Q(0), Q'(1)) = Af(P) + nf(Q)

D’ou le résultat.

2. OUL

Montrons que f est une application linéaire. Fixons A € R[X]. Soient P,Q € R[X] et
Ap€R. Ona:

FOP +1Q) = A(X)(AP(X) + pQ(X)) = MA(X)P(X) + pAX)Q(X) = Mf(P) + nf(Q)-

D’ou le résultat.



3. NON.
On pose P=Q = 1.

On a alors
f(P+Q)=[(2) =4,
alors que
f(P)+fQ)=1+1=2.
Donc

f(P+@Q)# f(P)+ f(Q),

L’application f n’est donc pas une application linéaire.

4. OUI
Montrons que f est une application linéaire. Soient P,Q € R[X] et A\, u € R. Alors, en
utilisant le fait que (AP 4+ p@) = AP' + u@’, on a :
fOAP +pQ) = X(AP + pQ)(X) + (AP + pQ)'(X)
= AXP(X) + pXQ(X) + AP (X) + pnQ'(X)
= MXP(X) + PI(X)) + p(XQX) + QX)) = M(P) + nf(Q)

D’ou le résultat.

Exercice 3. Soit £ = C°(R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur R. Déterminer si
les applications suivantes sont des applications linéaires:

L ¢y E— E, (o()(x) = f(z)?
2. ¢y E = B, (py(f))(2) = f(2?)
3. ¢y E = B, (py(f))(x) = [y f(t)dt.

Solution.

1. NON.

On pose f, g constantes égales a 1 (c’est-a-dire, pour tout x € R, f(x) = g(x) = 1). Alors,
la fonction i (f + g) est constante égale a 4 alors que ¢1(f) + pa2(g) est constante égale
a 2. Ainsi,

e1(f +9) # 1(f) + pa2(9)-

L’application ¢, n’est donc pas une application linéaire.

2. OUL

Montrons que ¢y est une application linéaire. Soit f,g € E et A, u € R. Alors, pour tout
r eR,

pa(Mf + pg) () = (Mf + pg) («*)
= Af(2?) + pg(2?)
= X2 (f) (@) + ppa(9) (2) = (Ap2(f) + ppa(g)) ().

On a montré que :
pa(Af +11g) = Mpa(f) + ppa(g)-

Finalement, 5 est une application linéaire.
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3. OUL

Montrons que 3 est une application linéaire. Soit f,g € E et A\, u € R. Alors, pour tout
reR,

e3(Af + pg)(z) = /0 I(Af + pg)(t)dt
= [ 0 + gt

_ )\/Oxf(t)dt%—u/oxg(t)dt
— A3 () () + ngs(9) (@) = (Aps(f) + pgs(9)) ()

On a montré que
e3(Af + 1g) = Aps(f) + pes(g).-

Finalement, o3 est une application linéaire.
Exercice 4. On définit I’application suivante :
D :R[X] = R[X], P(X)— P'(X),
1. Montrer que I'application D est une application linéaire.
2. Déterminer le noyau et 'image de D.
3. Déterminer I'image réciproque de R, [X], Vn € N.
Solution.
1. Montrons que D est une application linéaire. Soit P,Q € E et A\, u € R. Alors,
D(AP + uQ) = (AP + Q) (X) = AP'(X) + u@/(X) = AD(P) + uD(Q)
L’application D est donc une application linéaire.

2. Par définition,
Ker(D) ={P e R[X] | D(P) = P'(X) =0}

Donc le noyau de l'application D est 1’ensemble des polynomes dont la dérivée est le
polynome 0. C’est donc I’ensmble des polynomes constants. Autrement dit, c¢’est I’ensemble
des polynomes de degré < 0. Finalement,

Ker(D) = {P € R[X] | deg(P) < 0}.
L’image de I'application D est :
Im(D) ={D(P) | P € R[X]}.

Montrons que
Im(D) = R[X].

On a évidemment Im(D) C R[X] puisque la dérivée de tout polynome est aussi un
polynome.



Maintenant, soit P € R[X], montrons que P € Im(D). Il s’agit de montrer qu’il existe
Q) € R[X] tel que P = D(Q).

Supposons que P(X) =ao+ a1 X + -+ + a, X", ou n = deg(P) et ag,ay,...,a, € R.

On pose

Q(X) = apX + %XQ + %X?’ ot na—:lX"“ € RX].

On a alors bien D(Q) = P, nous avons donc montré que R[X] C Im(D).

Finalement, par double inclusion, on a Im(D) = R[X].

3. Montrons que
D! (Rn[XD = Rn+1[X]'

Par défintion,
D™ (Ry[X]) = {P € R[X] | D(P) € Ry[X]}.

Premierement, on sait que la dérivée d’un polynome de degré au plus n+1 est un polynome
de degré au plus n. On a donc immédiatemment que R,,,;[X] € D™H(R,[X]).

Maintenant, soit P € D~'(R,[X]), et montrons que P € R, [X].

Comme P € D7YR,[X]), on a D(P) € R,[X]. Cela signifie qu’il existe ay,...,a, € R
tels que :
D(P)=ay+ o X + - +a, X"

Or, par définition, D(P) = P'(X). 1l existe donc ¢ € R une constante telle que :

a1 (9 an ntl
P(X) = X 4+ =X oo — X R X].
( ) c+ apgX + 5 + +n—i—1 € n+1[ ]

On a donc montré que DR, [X]) C R,,1[X].

D’ou le résultat.

Exercice 5. (x) Soit £ = C'(R,R) l'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R dont la
premiere dérivée est continue.

1. Montrer que C*(R,R) est un s.e.v. de C°(R,R).
2. Montrer que la dérivation D:
CH(R,R) = C°(R,R), f(z)— f'(2), (1)
est un épimorphisme (une application linéaire surjective).

Solution.

1. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C°(R, R).

Premirement, la fonction nulle est bien C! donc E # () et les fonctions dérivables sur R
sont continues donc £ C C°(R, R).

Maintenant, soient f,g € E et A € R, et montrons que \f + g € E.

Pour montrer que la fonction Af 4 g est dérivable, considérons le taux d’accroissement en
reR:
Af+g)@+h)—(Af+g)(@) _ A(z+h)—Af(x)+g(z+h)—g(x)

(h) = ; - ;




On a donc :

o(h) — Af'(z) + ¢ (2),
h—0
donc A\f + g est bien dérivable.

De plus, Af'+g¢’ est continue comme somme de fonctions continues donc A f+g € C*(R, R)
et C'(R,R) est bien un s.e.v. de C°(R,R).

2. La dérivation D est évidemment une application linéaire. Montrons que c’est une appli-
cation surjective.

Soit g € C°(R,R).

On définit f comme étant la fonction suivante :

Ve e R, f(z) = /096 g(t)dt.

f est une fonction dérivable sur R, de dérivée D(f) = g continue. On en déduit que D
est une application linéaire surjective.

Exercice 6. Soient E, F,G trois K —espaces vectoriels, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer
que :

1. Ker(go f) = f~(Ker(g))

2. Ker(f) C Ker(go f).

3. Im(g o f) = g(Im(f))

4. Im(go f) C Im(g).
Solution.

1. On a, pour tout x € F :
z € Ker(go f) <= g(f(z)) =0 <= f(z) € Ker(g) <= z € [ (Ker(g)).
D’ou le résultat.

2. Comme {0} C Ker(g), on déduit de 1. que :

Ker(f) = f~'({0}) c f~"(Ker(g)) = Ker(g o f).

D’ou le résultat.

3. On a:
m(go f) = (go f)(E) = g(f(E)) = g(Im(f)).

4. Comme Im(f) C F, on déduit de 3. :

Im(go f) = g(Im(f)) C g(F) = Im(g).

D’ou le résultat.



Exercice 7. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit f € L(E). Montrer
I’équivalence :

E =Im(f)® Ker(f) <= Im(f) = Im (f?).

Cette équivalence reste-elle vraie en dimension infinie 7

Solution. — Condition nécessaire. On a f(E) C E car f est un endomorphisme, et donc

f2(E) = f[f(E)] C f(E). Cela signifie que Im(f?) C Im(f).
Montrons maintenant que Im(f) C Im(f?). Soit y € Im(f). Alors il existe = € E tel que
y = f(z). De plus, il existe (z1,x2) € Im(f) x Ker(f) tel que x = x; + z5. On a donc :

y=f(x) = flz1 +x2) = fz1) + f(22) = f(21) € Im(f?).

D’ou le résultat.

Condition suffisante. Soit x € E. On a f(z) € Im(f) = Im(f?), donc il existe 2’ € F tel que
f(z) = f2(2). Donc f(z — f(z')) =0, dony =z — f(a') € Ker(f). Si z= f(2) € Im(f), on
a donc z =y + z avec y € Ker(f) et z € Im(f). On a donc montrer que £ = Im(f) + Ker(f).
De plus, d’apres le théoréme du rang, dimIm(f) 4+ dim Ker(f) = dim(E), on en déduit £ =

Im(f) & Ker(f).

En dimension infinie, ce résultat est faux. Par exemple, si f € L(R[X]) est définie par f(P) =
P', on a Im(f?) = R[X] = Im(f), et pourtant Im(f) et Ker(f) ne sont pas en somme directe

(Im(f) = R[X] et Ker(f) # {0}).

Exercice 8. Soit F un K-espace vectoriel et soient F; et F, deux s.e.v. de dimension finie,
on définit I'aplication linéaire f : Ey X Fy — F par f(u,v) = u+ v.

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer le noyau et l'image de f. Montrer que Ker(f) est isomorphe a E; N Es.
3. Que donne le théoreme du rang 7

Solution.

1. Montrons que f est une application linéaire. Soient (uq,v1) et (ug,ve) deux éléments de
E1 x Ey et A\, u deux éléments de K. Alors :

F (A (g, v1)+p(ug, v2)) = Mug+v1)+p(ustve) = Aug+pus+Av +pve = Af (ug, v1)+uf (ug, v2).
D’ou le résultat.
2. Par définition on a :
Ker(f) = {(u,v) € Ey x Ey | f(u,v) = 0}.
On a donc,
(u,v) € Ker(f) <= f(u,v) =0<=u+v=0<=u=—v.

Comme F; et E, sont deux sous-espaces vectoriels de F, si (u,v) € E; X Ey vérifient
f(u,v) =0, alors u € Fy et v € Ey, c’est a dire que u et v sont dans E1 N Ey. On vient de
montrer que Ker(f) C {(u, —u) | u € E; N Ey}. L’inclusion réciproque étant trivialement
vérifiée, on a donc :

Ker(f) = {(u, —u) | w € Ey N Ey}.
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Remarquons 'existence d’un isomorphisme entre Ker(f) et £y N Ey, donné par :
¢ : BN Ey — Ker(f), uvs (u,—u).
Par définition,

Im(f) ={f(u,v) | (u,v) € By x By} ={u+v |u € E,v € By} = Ey + E.

3. Les espaces vectoriels £; X Fy et E étant de dimension finie, d’apres le théoréeme du rang
on a:
dim(F; x Ey) =rg f+ dim(Ker f).

Or, d’apres le cours, on a : dim(FE; X E) = dim(F;) + dim(E,), et d’apres la question
précédente, rg f = dim(FE; + E3). Toujours d’apres la question précédente, Ker(f) et
Ey N E5 étant isomorphes, on a également : dim(Ker f) = dim(FE; N Ey). Finalement, on
obtient :

dim(E)) + dim(Ey) = dim(Ey N Ey) + dim(E; + E»).

Cet exercice fourni donc une preuve alternative de la proposition 1.34, via les applications
linéaires.

Exercice 9. Soit E un K —espace vectoriel de dimension finie n, et f € L(E). Montrer que :

Ker(f) =Im(f) <= (f*=0etn=2rg(f))

Solution.  Condition nécessaire. Supposons Ker(f) = Im(f). Soit x € E. Alors f(z) €
Im(f) = Ker(f) donc f(f(z)) =0, ce qui montre f? = 0.
En utilisant le théoreme du rang et I’hypothese, on a :

rg(f) = dim(E) — dimKer(f) = n - rg(f),

ce qui donne n = 2 rg(f).

Condition suffisante. Supposons 2 =0 et n = 2 rg(f).

Soit y € Im(f). Alors il existe z € FE tel que y = f(z), et f(y) = f*(z) =0, donc y € Ker(f).
On a montré que Im(f) C Ker(f).

En utilisant le théoreme du rang, on a :

dimKer(f) =n —rg(f) = rg(f) = dim Im(f).
On en déduit, avec ce qui précede, que Ker(f) = Im(f).
Exercice 10. Soit p € L(FE).
1. Montrer que p est un projecteur si et seulement si Id—p 'est aussi.
2. Exprimer alors Im(Id—p) et Ker(Id—p) en fonction de Im(p) et Ker(p).
Solution.

1. Rappel: p est un projecteur si p? = p, ot p*> = pop.

Supposons que p est un projecteur. Dans ce cas, comme 1d* = Id, on a

(Id—p)Q? =1d* = 2p+p*=1d —p
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et donc Id — p est un projecteur.

Maintenant, supposons que Id — p est un projecteur. Alors puisque p = Id — (Id — p), un
calcul donne :

pop= (Id—(Id — p)) o (Id — (Id — p))
= (Id—(Id—p)) — (Id = p) o (Id — (Id — p))
=p— (1d =p) + (Id = p)*
=p—(Id—p)+ (Id — p) (car (Id — p) est un projecteur)
=p

et donc p est un projecteur.

D’ou le résultat.

2. Montrons que Ker(p) = Im(Id — p).
On a:

x € Ker(p) = p(x) =0
=z =uz—p(x)
— 2 = (Id — p)(z) € Im(Id — p).

On a donc montré Ker(p) C Im(Id — p).

Pour 'inclusion réciproque, si y € Im(Id — p), alors il existe z € E tel que y = x — p(z),
et donc

et donc y € Ker(p).
D’ou le résultat.

Montrons que Im(p) = Ker(Id — p). On a :

x € Ker(Id — p) = (Id — p)(z) =0

On a donc montré Ker(Id — p) C Im(p). Pour 'inclusion réciproque, si y € Im(p), alors
il existe x € F tel que y = p(x), et donc

(Id = p)(y) =y — p(y) = p(z) — p*(x) = p(z) — p(x) = 0,

et donc y € Ker(Id — p).

D’ou le résultat.
Exercice 11. Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que
fP=3f+2ld=0
1. Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.

2. Etablir que Ker(f —Id) et Ker(f — 2Id) sont des s.e.v. supplémentaires de F.



Solution.

1. Puisque f est une application linéaire, on peut écrire :
1 3 1 3
—= “Id)=Id=(—-= —Id .
Fo (=304 3m) =ta= (=374 31 os
Par définition, f est donc inversible et f=! = —% f+ %Id.

2. Tout d’abord, montrons que E = Ker(f — Id) + Ker(f — 2Id).

On peut remarquer que
fP=3f+20d= fo(f—2Id)— (f —2Id) = 0.

Autrement dit, pour tout x € E, 2o — f(z) € Ker(f —Id). Soit z € E. On peut alors
écrire :

r=y+z ou y=2z— f(zr)€Ker(f—1d)et z= f(z)—x.
Montrons que z € Ker(f — 2Id).
Cest le cas puisque (f —2Id)(z) = f2(x) — f(z) — 2f(z) + 2z = f*(x) — 3f(x) + 22 = 0.
On a donc montré que E = Ker(f — Id) + Ker(f — 2Id).
Maintenant, montrons que Ker(f — Id) N Ker(f — 2Id) = {0g}.
Soit x € Ker(f — Id) N Ker(f — 2Id), alors z = f(z) et 2z = f(z) d’ou x = 2z et donc

Finalement, on a montré que

E = Ker(f —1d) & Ker(f — 21d).
Exercice 12. (x) Soient f et g deux endomorphismes de E tels que
fogof=/fetgofog=y.
1. Montrer que Im(f) et Ker(g) sont supplémentaires dans E.
2. Justifier que f(Im(g)) = Im(f).
Solution.

1. Pour montrer que Im(f) et Ker(g) sont supplémentaires, il faut montrer que (a) Im(f) N
Ker(g) = {0} et (b) E =Im(f) + Ker(g).

Montrons (a). Soit z € Ker(g) N Im(f). Alors, g(z) = 0, et il existe y € E tel que
x = f(y). Alors, puisqu’on a supposé fogo f = f ona:
v = fly) = f(9(f ) = f(g(x)) = f(0) =0.

D’ou le résultat.

Montrons (b). Soit z € E. Alors on peut écrire

z = f(g(z)) + (x — f(g(x))).

On a tout de suite que f(g(x)) € Im(f), il suffit donc de vérifier que 2 — f(g(z)) € Ker(g).
Cela est di du fait que, par hypothese, g = go f o g, et donc :

g(z = fg(2))) = g(x) — g(f(9(x))) = g(x) — g(z) = 0.

D’ou le résultat.



2. Procédons par double inclusion. On a évidemment que f(Im(g)) C Im(f).

Soit donc y € Im(f), et montrons que y € f(Im(g)). Il existe alors x € E tel que y = f(x).
D’apres les hypotheses, on peut écrire :

y = fz) = f(g(f(2)))-
y est donc I'image par f de I'élément g(f(x)) € Im(g). Il suit que y € f(Im(g)).

D’ou le résultat.

Exercice 13. (%) Soient F un K —espace vectoriel, f € L(F). On suppose que pour tout
z € E, la famille (z, f(x)) est liée. Démontrer que f est une homothétie (c’est-a-dire, il existe
A€ R tel que f=M\idg).

Solution. Par hypothese, pour tout « € E '\ {0}, il existe A\, € K tel que f(z) = A\,z.
Il est clair que, pour tout x € E \ {0} fixé, A, est unique et, a priori, dépend de x.
Nous allons montrer que A, ne dépend pas de z.

Soit (z,y) € E'\ {0}.

e Supposons que la famille (z,y) est libre. On a :

fx) =X, fly) =Ny, [flx+y) =ty +y)

Par linéarité de f, on en déduit :
A + Ay = Ay (T +y).

C’est-a-dire :
(/\m+y - )\x)x + <)\:Jc+y - )‘y)y =0.

Comme la famille (z,y) est libre, on en déduit que Ay — Ay = 0 et Apyy — Ay =0, et
donc A, = A,

e Supposons que la famille (z,y) est liée. Il existe alors o € K \ {0}, tel que y = au.
On a:
fly) = flax) = af(x) = alz et f(y) = ANy = \jax,
d’ott (A; — A\y)ax =0, et donc A\, = A,.
On a ainsi montré que A, ne dépend pas de x.

Donc il existe A € K tel que pour tout x € E '\ {0}, f(x) = Azx. De plus, trivialement,
£(0) = 0 = A0.

Finalement, f = A idg, donc f est une homothétie.

Exercice 14. Soient p et ¢ deux projecteurs d'un K-espace vectoriel E vérifiant Im(p) C
Ker(q).

1. Montrer que r = p+ ¢ — p o ¢ est un projecteur.

2. (*) Montrer que :

Ker(r) = Ker(p) N Ker(q), et Im(r)=Im(p)+ Im(q).
Solution.
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1. On utilise la notation produit pour la composition et on écrit 72 = (p + q¢ — pq)? =
(p+q—pq)(p+q—pq). Attention! Ce produit n’est pas commutatif, parce que en général
pq et gp sont différentes!!!

On remarque que gp = 0 par 'hypothese Im(p) C Ker(q), et que p? = p et ¢> = ¢ car il
s’agit de projecteurs. Donc:

r?=(p+q-pg)’=(p+q—pa)(p+q—pg)
=p* +pq — P+ ap + ¢* — qpq — pap — pg* + papq
—p+q—pg=r.
oll I'avant-derniere égalité s’obtient en utilisant gp = 0, p*> = p et ¢*> = q.
Finalement, r est bien un projecteur.
2. Montrons que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q) par double inclusion.
Soit « € Ker(p) N Ker(g). Alors p(z) = q(x) = 0, et donc

r(z) = p(e) + q(z) = p(g(x)) =0+ 0+0=0,
d’ott z € Ker(r). On a donc Ker(p) NKer(q) C Ker(r).

Réciproquement, si x € Ker(r), alors r(z) = 0, et donc :

p(z) +q(z) — p(g(z)) = 0 <= q(z) = p(q(z) — 2).

En particulier, ¢(z) € Im(p) C Ker(g), et donc ¢*(x) = g(x) = 0, ce qui signifie que
z € Ker(q).

Si l’on remplace g(x) par 0 dans 1’égalité ci-dessus,on obtient que p(—z) = 0 <= p(z) =0
et donc = € Ker(p).

On a donc montré que = € Ker(p) N Ker(q).

Montrons que Im(r) = Im(p) + Im(q).

Pour l'inclusion “C” : soit y € Im(r). Montrons que y € Im(p) + Im(q). Il existe alors
z € E tel que y = r(x). On peut alors écrire :

y =r(z) =p(z — q(z)) + q(z) € Im(p) + Im(q).

D’ou le résultat.
Montrons maintenant que Im(p) +Im(q) C Im(r). Soit y € Im(p) + Im(q). Montrons que
y € Im(r).
Alors il existe u,v € E tels que y = p(u) + ¢(v).
En utilisant le fait que pop = p et que g o p = 0 on peut écrire :
p(u) = p*(u) + 0+ 0 = p*(u) + gp(u) — pgp(w) = (p+ ¢ = pq) (p(w)) = r(p(u)) € Im(r).
De plus, puisque q o ¢ = ¢q on peut écrire :

q(v) = (pa+q—pa)(v) = (pa+q* = pg*)(v) = (p+q = pa)(q(v)) = r(g(v)) € Im(r).
Finalement, on a montré que y = p(u) + p(v) € Im(r).

D’ou le résultat.

Len fait, ce produit n’est rien d’autre que le produit entre matrices...
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